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1.1. Aufgabe:
Paul bringt EUR 6.000 zu 10% Zinseszinsen zur Bank.

Wie grol} ist sein Kapital nach 4 Jahren?

LOSUNG:
K, =K,[q", daher ergibt sich als Endkapital K, =6.00001,1° =8.784,60 EUR.

1.2. Aufgabe:

Eine in drei Jahren fallige Schuld in Hohe von EUR 5.000 soll heute zurtickgezahit
werden.

Wie viel muss man zurtckzahlen, wenn 10% Zinseszinsen zugrunde gelegt werden?

LOSUNG:

K
K, = q,f, daher ergibt sich ein heute zuruckzuzahlender Betrag in HOhe von

K, _5.000 _5.000
K, =23 =2 =" =3756,57
¢ L1P 1,331 EUR

1.3. Aufgabe:

Ein Freund schuldet Paul EUR 500, die er in einem Jahr zuriickzahlen soll.

Wie viel musste er ihm zahlen, wenn er das Geld heute zurtickzahlen wiirde und
Paul das Geld zu einem Zinssatz von 3,5% auf einem Sparkonto anlegen konnte?

LOSUNG:

K
K, = q,f, daher ergibt sich ein heute zuruckzuzahlender Betrag in HOhe von
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1.4. Aufgabe:

Durch welche Summe kann man heute eine Zahlung von EUR 1.000, die erst in zwei
Jahren fallig ist, ablésen (p=7%)?

LOSUNG:
K =5

n

daher ergibt sich ein heute zuruckzuzahlender Betrag in Hohe von

1.5. Aufgabe:

Paul leiht sich EUR 1.000 und soll nach 3 Jahren unter Berucksichtigung von
Zinseszinsen EUR 1.200 zurlckzahlen.

Wie hoch ist der Zinsful3?

LOSUNG:

[
Aus der Formel fir den Zinsfu p =L

0k, O O 0
=Bl ~18100 = /=22 _1E100
K, 1,000

~

0
© —10300 ergibt sich
0 []

|

(3L2—qDmo:(Lmn66—Dmoo:6g66%_

1.6.Aufgabe:

Paul mochte eine groRere Anschaffung vornehmen, fur die er einen Betrag von 1.000
EUR bendtigt.

Ein Bankkredit wirde an Jahreszinsen 8,5 % kosten. Er kann diesen nach 10
Monaten zuriickzahlen.

Ein Uberziehungskredit auf seinem privaten Bankkonto kostet einen Jahreszins von
14 %. Diesen kodnnte er, wenn er sich ein wenig einschrankt, in monatlichen Raten
von EUR 100 ,zurtckzahlen®.

Welchen Kredit sollte er wahlen?
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LOSUNG:
Zunachst zu den Kosten des Bankkredits:

Paul bendtigt 1000 EUR zu 8,5 % Zinsen PRO JAHR. Da er diesen aber bereits nach

10 Monate

10 Monaten zuriickzahlen kann, fallen nur 8,5% E3——MN000 EUR = 70,83 EUR
12 Monate

Zinsen an.

Falls Paul den Uberziehungskredit in Anspruch nimmt, kann er diesen mit monatlich
100 EUR tilgen. Das bedeutet, dass es im

ersten Monat 1000 EUR zu verzinsen hat,
zweiten Monat 900 EUR zu verzinsen hat,
dritten Monat 800 EUR zu verzinsen hat, usw.

Fir jeden M t fall 14% - 14 E|1—‘ 14 Zi Iso fur d
ur jeden Monat fallen 12 Monate _ 100 1 100012 an Zinsen an, also fiir den
(1000 EUR
ersten Monat 100012
i D00 EUR
zweiten Monat 100012

[B00 EUR usw. bis zum

dritten Monat 10002

14
——[M00EUR.
zehnten Monat 100012

Dies alles muss man nun aufaddieren, also

4 7000+ 4 900+ oo+ +_2

100012 10012 100012 10002
14

10002

o0 =

[(1000 +900 +800 +...+100)

Mit der Formel fur die arithmetische Reihe (Trick des ,kleinen Gaul3, Definition 4.4
unserer Vorlesung) ergibt sich

+
1000 +900 +800 +...+100 = MD]O =5500

. 14
Fir den Uberziehungskredit sind also 120100 [5500 = 64,17 EUR fallig.

Daher ware der Uberziehungskredit glinstiger.
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1.7. Aufgabe:

Die GroRBbank ,Wucher + Sohn“ gibt neuerdings Sparbriefe mit 10 Jahren Laufzeit
heraus, die folgende Zinsen bringen: 5 Jahre lang 5 % und dann 5 Jahre lang 10 %.
Welchem Durchschnittszinssatz entspricht das?

LOSUNG:

Sie legen Ihr Anfangskapital K, zunéchst fir 5 Jahre zu 5 % an. Dann besitzen Sie

nach diesen ersten 5 Jahren einen Betrag von K, =K, E%H%E Diesen Betrag

legen Sie nun fur weitere 5 Jahre zu 10 % an. Damit haben Sie nach 10 Jahren ein

. 10 0
Kapital von K., =K + —
P 10 Eﬁl 1005% 1005

Diesen Betrag miissen Sie nunmehr vergleichen mit dem Anfangskapital K,, dass
Sie durchgehend fur 10 Jahre zu einem Zinsfuld von p % anlegen.
|:1]0

In diesem Fall haben Sie nach den 10 Jahren einen Betrag von K,, =K, Eﬁl 100

Diese beiden Werte mussen Sie nun miteinander vergleichen, also:

10 ] p
K A +— =
%‘ 1005@1 1005 Eﬁl 1005
Daraus erhalten wir nun:
K [ﬁwﬂﬁ[ﬁ“iﬂ# [%HLﬁ
°H 100H H 100H s

N p Cf
11000 Eﬁl 1005 H H

- (1,1)5 fros" - 2 8

100
Durch Ziehen der 10. Wurzel erhalten wir:

1911 1,05 =1 +%,

Subtraktion von 1 und Multiplikation mit 100 ergibt die gesuchte Lésung:

(1\0/1,15 [,05° —1) M00=p.

Unter Verwendung eines Taschenrechners erhalt man hieraus:
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p=7,4709... %.

Bitte beachten Sie, dass der Durchschnittszinsfuld geringer ist, als das arithmetische
Mittel der Zinsful3e!

Fazit:

1. Es spielt keine Rolle, ob Sie zuerst 5 % und anschlieRend die 10 % Zinsen
erhalten, oder ob die Konditionen umgekehrt sind, also erst 10 % dann 5%.

2. Bitte hiten Sie sich vor folgendem Lésungsansatz:
,Der Durchschnittszinssatz ist das arithmetische Mittel der einzelnen Zinsfilde,
- 5M00%+53% _
also: p= 10 =7,5%¢<.
In der Welt der Zinsen darf man kein arithmetisches Mittel benutzen, sondern
nur das geometrische Mittel!

1.8. Aufgabe:

Wie lange dauert es, bis sich EUR 5.000 bei 7,5% Zinseszinsen verdoppeln?

LOSUNG:
K L
L : log O " C
Aus der Formel fur die Laufzeit n:Iog K, ~log K, _ K, folgt wegen
log g log g
K, =2[K,:
log EQB—B("S
K
= 0K, O_ log2 = 9,5844" also nach rund 9 Jahre und 7 Monaten hat

log q log 1,075
sich der Betrag verdoppelt.



Musterlésung Finanzmathematik Antweiler Seite 7

2.1. Aufgabe:

Ein Kapital von K, = 2.000 EUR wurde auf 10 Jahre bei einem Zinsful® von 6%
festgelegt.

Wie grof ist die Kapitalzunahme nach Ablauf der Anlagezeit bei
a) einfacher Verzinsung?
b) halbjahriger Verzinsung mit Zinseszinsen?
c) stetiger Verzinsung?

LOSUNG:

a) Bei einfacher Verzinsung erhalten Sie in jedem Jahr nur die Zinsen
ausgezahlt, sie werden also nicht weiter mitverzinst. Daher betragt die
Kapitalzunahme gerade die Summe der einzelnen Zinszahlungen, also

Z =2.000 91% [0 =1.200 EUR.

b) Bei halbjahriger Verzinsung ergibt sich (unter Beachtung, dass 10 Jahre nun
20 Zinszahlungen mit jeweils dem halben Zinsful® entspricht) hieraus ein

0
Endkapital von K,, =2.000 EﬁH 6 0 =3.612,22 EUR, woraus nach
20001
Subtraktion des Anfangskapitals eine Kapitalzunahme von Z = 1.612,22 EUR
folgt.

c) Bei stetiger Verzinsung ergibt sich nach 10 Jahren ein Endkapital von

6
K =K, &% =2.0006™" =2.000(2" =3.644,24 EUR, woraus eine
Kapitalzunahme von Z = 1.644,24 EUR resultiert.

2.2. Aufgabe:

Ein Kapital K, =5.000 EUR wird zu p = 8% angelegt.

Auf welchen Betrag wachst das Kapital in 4 Jahren bei
a) jahrlicher,
b) halbjahrlicher,
c) monatlicher Verzinsung?
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LOSUNG:
.y . o 8 1 _
a) Jahrliche Verzinsung: K, =5.000 Eﬁl +WH =6.802,44 EUR.
b) Halbjahrliche Verzinsung: K, =5.000Eﬁ1 + 8 U =6.842,85 EUR.
20100

8
c) Monatliche Verzinsung: K, =5.000 [ﬁl + _8 m =6.878,33 EUR.
12100

2.3. Aufgabe:

Auf wie viel wachst ein Kapital von 500 EUR bei einem Zinsfull von 8% in funf
Jahren bei

a) jahrlicher Verzinsung und

b) stetiger Verzinsung an?

LOSUNG:

d

a) Jahrliche Verzinsung: K, =500 Eﬁi + %B =734,66 EUR.

8
b) Stetige Verzinsung: K, =500 10" =74592 EUR.

3.1. Aufgabe:

Der Okonomie-Student Paul hat bei seinem Vetter Franz einen Schuldschein
unterschrieben, nach dem er in 2 Jahren EUR 8.000 an diesen zahlen muss.

Er vereinbart nun mit Franz, die Schuld in 5 Jahres-Raten zuriickzuzahlen und sofort
damit zu beginnen.

Wie hoch sind bei einem Zinsfuly von 6 % diese Raten?

LOSUNG:

Zunachst bestimmen wir den Barwert dieser 8.000 Euro, das bedeutet, dass wir
diesen Betrag, der ja erst in zwei Jahren fallig ist, auf den heutigen Tag abzinsen.
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K. steht hierbei fir den in zwei Jahren féalligen Betrag (bitte beachten Sie, dass

q:1+L:1+£:1’06)_
100 100

Diesen Betrag von 7.119,97 Euro kann namlich der Franz heute zu 6 % anlegen und
hat dann heute in zwei Jahren genau die 8.000 Euro auf dem Konto, die der Paul
dann (also in zwei Jahren) eigentlich zahlen musste.

Der Franz steht in zwei Jahren also gleich gut da, egal ob er die 8.000 Euro IN ZWEI
JAHREN erhalt oder HEUTE die geringere Summe von 7.119,97 Euro, die erja zu
6 % anlegen kann.

Diesen Betrag von 7.119,97 Euro, der ja HEUTE fallig ist, den will der Paul nun in
funf Raten abstottern und er will HEUTE beginnen.

In der Schreibweise der Vorlesung / Formelsammlung gilt also R, =7.119,97 Euro

Zur Berechnung der

*

. R -1
Rate (vorschissige Rente): r=—n [-);7,,—_1

benétigen wir der Endwert R, dieser Rente den wir aus der folgenden Formel leicht
errechnen konnen:

Barwert (vorschussige Rente): R, =—=o

Daraus folgt sofort:

Setzen wir dies nun in die Formel zur Berechnung der Rate ein, so erhalten wir:

* R* d - 5 _ -
i 0@ Elqn 1 :RO mnlgqn 1
g q -1 q -1

Somit erhalten wir

r=7.119,9700,06" 9110066%11 =1.594,58 Euro.
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3.2. Aufgabe:

Der Student Paul hat am 01.01.1995 mit einer Bank einen Sparvertrag zu einem
Zinsfull von p = 6 % abgeschlossen. Er hat 10 Jahre am Anfang eines jeden Jahres
EUR 1.000 auf ein Konto eingezahlt.

Da er sich nach seinem Studium in 5 Jahren selbstandig machen mochte, will er am
Ende des Jahres 2009 als Startkapital EUR 25.000 auf seinem Sparkonto haben und
ist bereit ab 01.01.2005 eine hohere Rate zu zahlen.

Wie grol3 sind die Raten, die Paul am Anfang eines jeden Jahres zahlen muss, wenn
er Ende 2009 EUR 25.000 besitzen will?

LOSUNG:

Zunachst bestimmen wir den Endwert der bereits geleisteten Zahlungen von EUR

1.000: Aus der Formel folgt fur den Endwert (vorschissige Rente):
n_ 10 _

R =rg Q'Lll =1.00011,06 106 L =13.971,64 EUR

q-

2

Dieser bereits angesparte Betrag von 13.971,64 EUR verbleibt die restlichen 5 Jahre
zu 6 % Zinsen auf dem Sparkonto.

Nach diesen 5 Jahren wird daraus ein Betrag von
K, =K, " =13.971,641,06° =18.697,21 EUR.

Nun will der Paul ab dem 01.01.2005 eine erhohte Rate zahlen, so dass sich bis
Ende 2009 die 25.000 EUR ergeben.

Dazu muss er noch einen Betrag von (25.000 - 18.697,21) EUR, also von 6302,79
EUR ansparen.

Mit der Formel fur die Rate (vorschissige Rente) ergibt sich nun

« _R
vy =

; Dq—l _6.302,79 D1’065_1
q q"-1 Lo6 1,06° -1

=1.054,80 EUR als neue monatliche Rate.

3.3. Aufgabe:

Herr C. beschlie3t bei der Geburt seines Sohnes K. ab dem 01.01.2005 jeweils am
Jahresanfang EUR 1.000 auf ein Konto einzuzahlen.

a) Uber welchen Betrag kann sein Sohn nach 18 Jahren verfliigen, wenn ein
Zinssatz von 5% unterstellt wird?
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b) Wie hoch sollte die Rate sein, damit der Sohn Uber einen Betrag von EUR
36.000 verfugen kann?

LOSUNG:

a) Aus der Formel fur den Endwert (vorschussige Rente) erhalten wir:

n_ 18 _
R =r g 967—11 =1.000 1,05 91&11 =29.539,00 EUR.
q_

)

b) Hier verwenden wir die Formel fiir die Rate (vorschissige Rente) und

pr=Rapg=1_36.000,105°1 _ 51873 gur.
g g -1 105 105°—1

erhalten:

3.4. Aufgabe:

Der Student Paul mochte sich am 01.01.2005 eine Schuhbindemaschine kaufen.

Fir den Kaufpreis zahlt er am 01.01.2002 EUR 1.000, am 01.01.2003 EUR 500 und
am 01.01.2004 EUR 2.000 auf ein Sparbuch ein.

Die Bank zahlt 5% Zinsen.

Mit welcher konstanten Jahresrate hatte er dasselbe Ergebnis erreicht?

LOSUNG:

Zunachst berechnen wir den Endwert der Zahlungsreihe, also den Wert der Summe
der Zahlungen am 01.01.2005:

K, =1.000 [1,05° + 500 1,05 +2.000 1,05 = 3.808,88 EUR.
Mit der Formel fir die Rate einer vorschissigen Rente folgt:

- _R,_a-1_380888 D1,05;—1
g ¢"-1 105 105° -1

=1.150,68 EUR.

Dies bedeutet:

Hatte Paul am 01.01.2002, 01.01.2003 und 01.01.2004 jeweils 1.150,68 EUR auf
das Konto eingezahlt, hatte er am 01.10.2005 den gleichen Endbetrag von 3.808,88
EUR auf seinem Konto wie bei seinen durchgefuhrten Zahlungen.
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3.5 Aufgabe:

Welchen Betrag muss man bei 4% Zinseszinsen jeweils am Ende eines Jahres auf
dem Konto einzahlen, wenn man nach 5 Jahren EUR 10.000 auf dem Konto haben
will?

LOSUNG:
Es handelt sich hierbei um eine nachschissige Rente. Daher folgt fur deren Rate:
r=R Elq—11 =10.000 91% 1.846,27 EUR.
q —

3.6 Aufgabe:

Fritz F. will am 01.04. dieses Jahres ein Studium zum Diplom-Okonomen beginnen.
Wegen der vorgeschriebenen Regelstudienzeit weild er, dass er genau vier Jahre
spater sein Studium beenden wird.

Um seinen Start ins Berufsleben zu erleichtern, moéchte er bis dahin EUR 10.000
gespart haben.

Seine Bank bietet ihm einen Zinssatz von 4% pro Jahr.

Welchen gleichbleibenden Betrag muss Fritz F. jahrlich einzahlen?

LOSUNG:

Hier missen wir die beiden Lo&sungsvarianten ,vorschissig“ und ,nachschussig*
unterscheiden:

a) Vorschussig:
pr=BRopg=1 100001041 _, o6y 33 EUR
g q"-1 104 104" -1

b) Nachschussig:

r=R, E»u_moooz-»% 2.354,90 EUR.

q" -1 1,04°
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3.7 Aufgabe:

Jemand zahlt 8 Jahre zum Jahresende EUR 1.500 auf ein Konto ein.

Wie viel ist nach 8 Jahren auf dem Konto, bei 7% Zinseszinsen?

LOSUNG:

Aus der Formel fur die nachschuissige Rente folgt mitn =8, q =1,07 und r = 1.500:

8 _ _
R, =1.500 E]]1()(377711 =1.500 ﬂ% =1.50000,2598 =15.389,70 EUR.

3.8. Aufgabe:

Franz F. Aulmeier, Student in Frahrente, hat u. a. Anspruch auf eine zu Beginn eines
Jahres fallige Rente in Hohe von EUR 5.000 / Jahr fir 15 Jahre.

Er mochte sich diese Rente auf einmal auszahlen lassen (Zinsful 5 %).
Er zahlt den Betrag auf ein Sparkonto ein (Zinsful 3 %).

Wieviel muss er jetzt noch dazuzahlen, damit er nach 3 Jahren EUR 75.000 auf dem
Sparkonto hat?

Lésung:

Der Franz hat Anspruch auf eine zu Beginn des Jahres fallige Rente in Hohe von
5000 EUR pro Jahr, dies fur 15 Jahre.

Wenn Franz die einzelnen Ratenzahlungen bis zum Ende der 15 Jahre kassieren
wilrde und jeweils zu 5 % auf einem Sparkonto anlegen wirde, so hatte er nach
diesen 15 Jahren folgenden Betrag angespart (bitte beachten Sie, dass

q :1+L:1+i:1,05 ):
100 100
Endwert (vorschiissige Rente): R, =r En@ﬁ ,
,05" -1
also Endwert = 5000,05 105= =113.287,46 EUR.

3

Dieser Endwert muss auf den heutigen Tag abgezinst werden:
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R,
q

Barwert (vorschussige Rente): R, =

n

05" -1_ 1 113287,47
also Barwert = 5000(1,05 ﬂ =

05-1 1,05 = 105" =54.493,20 EUR.

2

Da Franz nach 3 Jahren 75.000 EUR haben mdchte, muss er HEUTE (abgezinst)
75000

1,03°

b

=68.635,62 EUR auf das Sparkonto einzahlen.

Aus der kapitalisierten Rente hat er bereits 54.493,20 EUR, so dass er heute noch
einen Differenzbetrag von 68.635,62 EUR - 54.493,20 EUR = 14.142,42 EUR auf-
bringen muss, um sein Sparziel zu erreichen.



